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Résumé
On considere Y une diffusion unidimensionnelle ergodique, dont la fonction de dérive dépend
d’un parametre 8p. Une solution pour estimer fg, & partir d’une observation du processus a n
instants équidistants ké, lorsque ¢ est proche de 0 mais fixé et n — oo, est de construire une
approximation de la vraisemblance discréete. On remplace chaque densité conditionnelle par
une densité gaussienne, dont I’espérance approche ’espérance conditionnelle & un o (6?) pres.
Dans ce but, nous proposons un schéma d’approximation discret et adapté de la diffusion a
I'ordre p. Sous certaines conditions générales, on obtient ainsi un estimateur asymptotique-
ment normal et efficace & un biais en 7 pres.
Abstract
We consider Y a one-dimensional ergodic diffusion process, which drift depends on an un-
known parameter §y. A way to estime 6y from the observation of the process at n equidistant
times kd, as ¢ is near 0 but fixed and n — oo is to construct an approximation to the likelihood
function. Each transition density can be replaced by a Gaussian density, the mean of which
is an approximation in o (6”) to the conditional expectation. For that purpose, we propose
a p-order adapted and approximative discrete-time scheme of diffusion process. Under some
general assumptions, we obtain an asymptotically normal and efficient estimator with a bias
in 7.
Mots clefs
Processus de diffusion, estimation par minimum de contraste, espérance conditionnelle, schéma
d’approximation adapté a I’ordre p, biais d’estimation, efficacité asymptotique.
Code A.M.S.
62 M 05- 62 F 12.

1 Introduction
Considérons I’équation différentielle stochastique suivante :
dY; = f (60, Yy)dt + o (Yy)dWy, Yo=1=z (1)

ol f et o sont connues et a valeurs dans R et 6 est un parametre inconnu de RP?.
L’estimation du parametre de dérive a partir d’une observation discréete a pas § > 0 fixé
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du processus solution (Y;),5, peut étre abordée sous des angles aussi divers que les fonctions
d’estimations [1][9][13][8], la construction de contrastes basés sur des schémas d’approximation
de la diffusion [4] [14], la maximisation de la log-vraisemblance [10] ou encore d’une discréti-
sation de celle-ci [5] [15]. Bien que I’estimateur du maximum de vraisemblance posséde en
théorie de bonnes propriétés asymptotiques (consistance et efficacité asymptotique a la vitesse
V18, lorsque n — oo, voir [3]), les densités de transition ne sont en général pas explicites
et cette méthode d’estimation ne peut alors étre mise en pratique. Signalons cependant une
procédure numérique d’obtention de ces transitions, mise en oeuvre par Pedersen et ’étude
théorique des estimateurs associés [11] [12]. Une solution alternative consiste a approximer les

densités de transition par des densités gausiennes d’espérance Eg [Ykg | Y(k_l)g] et de variance

Vary [Ykg | Y(k—l)&}, ce qui ne fait que déplacer le probléme dans la mesure ou ces quantités
ne sont pas explicites. Cependant, pour une régularité a ’ordre 2p (dans un sens que l'on
précisera) de f et o, on peut écrire un schéma de discrétisation adapté a I’ordre p pour k (Y;)
dés que h € C**1. En utilisant ce résultat avec h(z) = z et h(z) = 2%, on approche, sous
certaines conditions, les moyenne et variance conditionnelles a un o (6?) pres.

Bien que présentée de maniére différente, cette méthodologie est celle adoptée par M.
Kessler dans [7] pour un pas d’observation é, non constant. Par minimisation du contraste
gaussien, il obtient une estimation consistante et asymptotiquement efficace de 6y (mais aussi
de 09, le paramétre de diffusion), lorsque é,, — 0, né, — oo et né2 — 0. Dans notre démarche,
le pas d’observation § > 0 est fixé et proche de 0. La diffusion étant étudiée sur [0,7], on
dispose ainsi d’un vecteur d’observations (Yjs);—o, avec né =T.

Le paragraphe 2 sera consacré a la présentation du schéma de discrétisation a l’ordre p
de h (Y;). Dans une troisiéme partie, nous en déduirons une approximation a l’ordre p de
Pespérance conditionnelle sur laquelle nous nous baserons pour la construction du contraste.
Pour simplifier, ’approximation requise pour la variance est d’ordre 1. Nous montrerons alors
que l’estimateur du minimum de contraste associé est asymptotiquement efficace en variance
a un biais explicite en é7. Dans le paragraphe 4, une étude expérimentale par simulation nous
permettra de vérifier ces résultats pour deux modeles de diffusion particuliers : les modeles
de Ornstein-Uhlenbeck et de Cox-Ingersoll-Ross.

2 Schéma d’approximation discret et adapté a ’ordre p de
h (Yi)isg

Soit I’e.d.s.
dY; = f (V) dt + o (V) dW: (2)

Notons A = féa—x- + %025%2; le générateur associé a l'e.d.s. (2), M%!°¢ P’espace des martingales
locales continues et (F),5q la filtration naturelle associée a (2) [6]. De plus I = r,p se lit
l€{r,---,p} et C™ est 'ensemble des fonctions m fois continuement différentiables.

Propriété 1
Soient h une fonction de R dans R et p € Nx. Supposons que :

1. he CHrt)) feto € C?.



2. Vl=1,p, (fg [(A’h) a] (Y,) de) € Moo
>0
Alors : ¥Vt > 0

P&t -
h(Yers) = h(Ye) + 30 T AR (Vo) + nf + W7 (3)

=1
avec :

t+4 t
" =/t ——————(+‘;_ )A”“h( Y,) dv

- t+8 p '
W = / [ t” (A’h) (Y,,)] dw,
=0

] 2 _
3. Side plus¥l=10,p, E (fot [(_Alh) a] (Yy) dv) < 400, (WT)»O sont des variables de
carré intégrable, telles que E [W | ft] 2 9.

Démonstration
Soient (fot J”dW”)Do’ un élément de M<*¢ et f une fonction continue sur R. On montre par

application de la formule de Ito que :

/t v ( vm f (u)du) JydW, = /t o ( /t ’ JvdWU) f(u)du

On peut ainsi intervertir Pordre d’intégration entre l'intégrale de Riemann et l'intégrale
stochastique.
Par application de la formule de Ito, on a :

t+6
h(YVers) =h (V) + [ AR(Y dv+/ [Wo] (Y,)d

e Montrons la propriété pour p=1:
On pose :

t+4
R, = AR (Y,) dv — AR (Y,)

_ /““" ( / A%h du) dv + / o ( / (AR) (Yu)a(Yu)qu> dv

Par interversion de 'ordre d’intégration, on obtient :
45 46
R, = / (t + 6 — w) A%R (Y, du+/ (t+8—u) [(AR) o] (va) dW.,
t
D’ou :
146
h(Yias) = h(Y) = 6AR(R)+ Rt [ [Wo] (V) W,
¢

= AR (Y,)+ 0} + W]

ot i} et W} sont donnés par (3).



e Supposons que la propriété soit vraie au rang p— 1 et que les hypothéses soient vérifiées
au rang p; on a donc :

s = h00) = 3 A 06) 74 7
avec :
- t+8 (t 4§ —
= [T e a
- t+46 '
Wl = / { (t+5 v) (A'R) (v2)| aw,
t .
on a :
p—1 5 e
Ry = —FAph(})
t+8 —_ p)p-1
t (p—1)!

:/wwtw—vN(/AM )

t
t+6 - -

+/ (t+6 vP (/[A”h Yu)qu>dv
t

Par interversion de ’ordre d’intégration, on obtient :
8 (t 4 § t+46 t d —
Rt—/ (—+———-—)—Ap+1h( ) du +/ _t___'__f‘_)_[(Aph) ](y)qu
t p! p:
Dot :
! .
AR (Y,) + R+ WP!

7~
NIO«,

Yt+5—Yt = 1

N
Il
-

!

(=)

TAR (V) + o + W

.\
Il
A

ll
Elﬂu

ol ¥ et WP sont donnés par (3). O.

Dans le paragraphe qui suit, nous utilisons ce schéma discret et adapté afin d’obtenir des
développements en é§ de E[Y;15 \ V3] et Var[Yi4s \ Vel

3 Résultats asymptotiques

L’approximation des quantités conditionnelles, ainsi que les propriétés asymptotiques de
Pestimateur associé au contraste gaussien construit a partir de celle-ci, repose sur un jeu
d’hypotheéses général noté H que nous allons préciser ci-aprés. Notons f(8,.) = fy(.) et
s(z,0) = exp [—2 I ;%-((%du] la fonction d’echelle associée a (1). Soit © un sous-ensemble de

] .
R? tel que 8y €©. On désigne par ¢’ la dérivée de g par rapport & z. Enfin, st M = (m; ;)]
est une matrice de dimension d X d, ¢ représente I'indice des lignes et j celui des colonnes.



H1

H7

HS8

H9

fe, et o sont de classe C?P sur R. De plus, il existe K > 0 et a € [1, 1] telles que,

1
29
V(z,y) € R? |fo,(z) = fo, W) < Kz =y, |o(z) —o(y)| < K |z — y|°

Sous cette hypotheése, (1) admet une unique solution (Y;),s, adaptée.

./000 s(z,00)dz = /0 s(z,6p)dz = oo et /oo [s (z, 60) 0‘2(3:)}—1 dz = C (6p) < o0

-0 -0

(Y1),5( est alors récurrente positive sur R pour = 6, de loi invariante :

-1
oy (dy) = [C (60) s (v, 60) o*(v)]  dy
Il existe deux constantes C' > 0 et M > 0 telles que :

fo, (&) 1. .
T(.;)— ~ 59 (:c)) sign(z) < -C

La loi invariante pg, admet des moments de tous ordres et vérifie :

Y|z| > M, <

Vp >0 /M—d ) <
p— Y 0_4($) )ugo(x S

De plus, pour 7r§0 (z,dy)=P(Y:€dy|Yo=12) et Qf,o = fig, ® ﬂ'go, il existe dg > 0 tel
que:

sup [ A2 ag (2, 1) <
tE[O,(So] ( )

— Pour tout I = 0,p—1 et tout z € R, § —» A Lfo (z) est de classe C° sur © et &
croissance pOlynomiale en z umformement en 6, ainsi que ses dérivées partielles en
# jusqu’a 'ordre 3.

!
— Pour tout I =0,p-1, (-’4190 feo) et Ago fo, sont a croissance polynomiale en z.

Pour tout 7, j, les fonctions suivantes sont continues au voisinage de 0:

) a o? v
NP (v) = Eg, [301 oo (Yo) —'fTE))] y Pij(v) = Eg, [(%f% %jf%) (Yo) o b )}
On note Ngo = (NF(0));

J . .
Hg, = (Ego [%fgo (Yo) a%fgo (Yo) /o2 (YO)])i est inversible.
© est un compact de R

Il existe un unique 85 E(S) tel que pour tout i = 1,d, 8‘9,(] (65,80) = 0.

On note : M (8,z) = f;ol ?:11 Ag fo ().



Lemme 1 Sous (H 1), (H 4) et (H 5), on a, pour toutt > 0 et tout § > 0 :
Eg [Yirs | Y] = Yi+ M (60,Y) + 0 (67)
Varg, [Yirs | Yi] = 60° (Yy) +0(9)
Démonstration :

e L’approximation & 'ordre p de Eg, [Yi4s | Y;] est obtenue en utilisant le schéma (3) avec
h (z) = z. Compte tenu des hypothéses d’intégrablité et de croissante polynémiale, on
obtient par passage a ’espérance conditionnelle :

=1 ¢4

)
Eg[Yigs | Y]] = Y+ ) —
0 = (1+1)

ou K est une constante indépendante de 4.

'Aﬂofﬂo (Yt) + E90 [775 | Yf]

avec Eg, [|n7]] < K (6:1)'7

e On procéde de méme pour I’approximation de la variance avec h (z) = 2%, on a :
By, [Yi5 1 V1] = Y +26Y: fo, (Vi) + 602 (Y2) + 0 (9)

Il suffit alors de remplacer (Ey, [Yi+s | Yt])2 par son approximation pour obtenir le ré-
sultat annoncé.
O

Nous nous limitons & une approximation a ’ordre 1 pour la variance conditionnelle dans la
mesure ol une approximation plus fine n’améliore pas les propriétés. Le contraste gaussien
associé au schéma a ’ordre p s’écrit alors :

1 ¢ —z—M(8,z2))*
Un (8) = —~ K (Yks,y(k-ns,e) , ®(y,2,0) = (v — (zg )
k=1

L’ensemble des développements qui suivent s’appuient sur I’application du lemme 3.2 de [1]
qui généralise un résultat d’ergodicité et de normalité asymptotique établit par D. Florenz-
Zmirou [4]. Rappelons ce résultat :

Lemme 2 Sous (H 1),(H 2) et (H 3), sig : R* » R vérifie Q5 (¢?) < oo, alors
¢ L*(Po)
-~ Z_: (Yka, 5) —" Qg, (9)

Si de plus, ﬂgo (9)=0,0na:

% zn:g (Yké,y(k—1)5) D@) N (0, ng (92))
k=1

Notre cadre d’étude s’inscrit bien dans celui de I’estimation par minimum de contraste (c.f.
[2]. chapitre 3). Notons en effet

U (6,600) = Eg, (@ (Y5, Y0,0)]



Lemme 3 Sous (H), U est la fonction de contraste associée a U,,.

Démonstration :
(H 4) et (H 5) impliquent que V8 € ©, (y,z) = ® (y,2,6) € L? (ng). Donc, par application
du lemme 2, on a :

1
voeo, U, 8 ") 6

U est définie sur ©. De plus, elle positive ou nulle et admet un minimum en 65 (H 9). U, et
U remplissent donc conditions de la définition 3.2.7 de [2].
O

On note : ~
6, = arg min Un ()

3.1 Calcul de I’écart entre 65 et 6,
Théoréme 1 Sous (H), pour Hg, définie en (H 7) et Nj défini en (H 6), on a :

65 = 0o + H;'NP +o0(67)

51’
(p+1)!

Démonstration : Nous utiliserons le résultat suivant démontré en annexe A.

Lemme 4 Sous (H), § — U (8, 6o) est de classe C® sur ©. De plus pour tout i,j = 1,d :

92 3 5 fo, (Yo) 257 fa, (Yo)

|R(6,0)] < K6|6 - boll + 0 ()

+ R (4,0)

K étant une constante indépendante de § et 6.

e Compte tenu de (H 9) et par application du théoréme des accroissements finis, pour
tout ¢ = 1, d, il existe u; €]0, 1] tel que pour 6; = u;6p + (1 — u;)6s, on ait :

d d

d 62 ) )
801 (95» 00) 0= 60 U (00, 00 + Z 393601 (gia 90) (0§ - 06)

e Par le lemme 4, on a pour § proche de 0 :

2 2
Sy (91-) = 26Ey, [39'f9° (20) 55 fon (YO)] +0(6)

96196 o2 (Yo)

o La propriété 1 et (H 6) permettent d’écrire :

9 U (60.00) = ~2Es | 0= M (60, Ye) o
gg -~ Vo) = o lae V0 Y 502 ()
Sy = d o
= ”2/0 o 2; 1+1 [aot““"of%( 0) 57 (v



D’apres (H 4) et (H 5), la somme du développement précédent est un o (67+1). (H 6)
implique de plus que :

0 an
—_ S ) P p+1
80iU(00’90)- 2( +1)N (0)dv+o(5 )

On a donc :
5P

[Hey +0 (1)) (65 = b0) = £,

= NZ +0(8)

Utilisant (H 7), on obtient le résultat annoncé.
a

3.2 Convergence de 5 vers G5

Théoreme 2 Sous (H), b, —

Démonstration : © étant compact, § — U, (6) et § — U (6, 6p) étant continue sur © (lemme
4), la convergence de 6, vers 65 reprend exactement la démonstration du théoreme 3.2.8. de
[2], la condition sur le module de continuité de U, (f) étant remplacée par :

Ve > 0, lim lim P, ( sup

n—0 n—00 HG—éHOOSW

Un (6) = U, (9)| >s) =0 (4)

Posons pour tout couple (y,z) et tout i = 1,d, ¢' (y,2) = supsee !39‘@ (v, z, 0)‘ Sous (H 4)
et (H5), ¢ € L! (Qg()). De plus, par application de la formule de Rolles, on a :

sup (U (0) - Ua (9)] < Z( i ¢ (Yis, Yoo 1)6))

o3} <n =

Par application du lemme 2, on obtient :

:i idf(m, 5)”(36)13 zan[ (¥s, Yo)| < oo

i=1 k=1 =1

3~

D’ou :

Ve > 0, Pgo( sup Un(0)—Un(§)l>e) < P, (Dn>e)

[16=8]] o<

Ui n
< —=Eg{|Dpn—D -D
< 255, (1D, - DlJ+

En passant successivement & la limite en n, puis en 7, on obtient (4).
a



3.3 Normalité asymptotique de 6,
Théoréme 3 Sous (H), pour Hg, définie en (H 7), on a :

VT (8- - 6o) %) (0,Vs(60)), Vs (60) = Hy' (Ia+0(1))

Démonstration :  — U, (6) est de classe C° sur ©; on peut donc poser :

3}

0? J
DU, (8) = (ﬁU" (0)) et D*U, () = (WUn (9))

1

On a par application de la formule de Taylor avec reste intégral :

VnSDU, (8.) = 0=/ndDU, (6s) + (D*Un (65) + Rn) V3 (8, — 65)

/01 [D2U, (85 + 5 (B — 65)) = U (65)] ds

Ry

Si on prouve que :
D(Pﬁ’o) - - 2 2
1. VnéDU, (65) — " N(0,K (0s)), K (65) = 4Hg,6% + 0 (6*)

2. D2U, (65) -8 2Hg 8+ 0 (6)

Peo

3. Ry 0

on aura la normalité asymptotique annoncée pour 6,,.

1. Sous (H 4) et (H5), 2 5P (y,2,605) € L? (ng). Compte tenu de (H 9) et par application
du lemme 2, on a :
J

Vné DU, (65) b () Ny (0,K (85)), K (85) = (5E90 [ 9 - (Y5, Yo, 65) 9 <I>(Y5,Y0,05)D

06

i

Lemme 5 Sous (H), pour Hy, définie en (H 6), on a :

K (65) = 4Hg, 8" + 0 (87

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe B. Le premier résultat de con-
vergence faible est donc vérifié.

2. Pour tout 7,7 = 1,d, 89169, ®(y,z,0;) € L! (ng). Par application du lemme 2, on

obtient :
L'(P, 0? I
DU, (65) () D2U (85, 60) = (Ego [W@ (ya,yo,og)D

Compte tenu du lemme 4 et de I’écart obtenu entre 65 et 6g, on a :
DU (85,80) = 2Hg,6 + 0 (6)

Il nous reste donc a montrer la convergence de R, vers 0.



3. Pour tout ¢, 7 = 1,d, on a d’apres la formule de Rolles :

A [;9%7” (85 + 5 (8 - 85)) - 22U (09] ds

i n 2
avec D7 = L3701 supgeq Iﬁ%—gg’:‘l’ (Yks,y(k-l)a,o)|-
Or, sous (H 4) et (H 5), supgee ‘g;%;@ (y,x,9)| e L! (ng), Donc, D9 converge

d
<Y Dyt |6, - o]
I=1

en probabilité vers une quantité finie. Compte tenu de la convergence de 6,, vers 65, on
P
obtient R, =5 0.

a

4 Etude expérimentale

Dans ce paragraphe, nous vérifierons expérimentalement quelques unes des propriétés annon-
cées pour 6., ( convergence vers s, écart entre én et 6p, variance asymptotique) pour deux
modeles de diffusion : les processus de Ornstein-Uhlenbeck (O.U.) et de Cox-Ingersoll-Ross
(C.ILR.). Pour cela, on simule la diffusion sur un intervalle [0,7], en utilisant un schéma
d’Euler au pas fin 0.01. Pour un choix (4, n), avec né = T, pour § = 0.05,0.1,0.5 et T = 200,
le parameétre est alors estimé par les moindres carrés pour différentes p, ’ordre du schéma
d’approximation. On indicera par p l’estimation obtenue. On repete 1000 fois cette expéri-

ence afin de calculer la moyenne et la variance empiriques, notées respectivement m (én) et
$? (6,).
4.1 Processus de Ornstein-Uhlenbeck
On considere ’e.d.s. suivante:
dY; = —6pYdt +dWy, Yo == (5)

(5) admet une unique solution forte, a trajectoires continues,

¢
Y; = exp (—6ot) (m + / exp (6gs) dWS)
0

7§, (¢, .) est donc une loi normale N (a: exp (—6ot) ,l_—exg%m).
Si 6y > 0, (Y),5 est récurrente positive sur R, de loi invariante pg, = N (0, 2—;(—)—) En outre,

pour M > 0 et C = 6,M, (H 1.3) est vérifiée. Enfin, on a :
Aby foo () = (~60)' " @

l
Pv) = 2%90’ Nl(v) — (—SO) exp (—6ov), Hg, = 2170
Notons :
p—1 I+1
_ v (=2)
Qp (3:) - ard (l+ 1)! (())



L’estimateur associé a ’approximation au rang p de ’espérance conditionnelle vérifie :

2k=1Y(k-1)s (Yka - Y(k-—l)&)
22:1 }/(?c—l)ﬁ

Qp (68,) = Ry, Ro =

s est solution de ’équation :
Qp (66) = exp (=86p) — 1

Pour p = 1 et p = 3 et pour tout y < 0, Péquation Q,(z) = y admet une unique solution
positive. Pour p = 2 et y € [~1,0], cette équation admet une unique solution dans [0, 1].
Enfin, si p = co et y €] — 1,0], 'unique solution est z = —In (1 + y). Pour § suffisamment
petit, 'hypotheése (H 9) est vérifiée. On a en particulier pour p=1,p=2et p= o0 :

2
0 = (1~ exp(~560)) = o~ D5 +0(6)
2 _ 1 _ 03 2 2
% = 5 1 - /2exp (~860) — 1 =60+ 24 + 0 (6?)
0?0 = 00

On prend comme valeur initiale pour les simulations Yy = 0 et 85 = 1.

On constate que le biais empirique est d’autant plus proche de 0 que § est petit et que
P'ordre p est élévé. Notons également que, dans le cas de ce modele pour lequel les quan-
tités conditionnelles sont explicites, lorsque p = oo, 6, correspond a l’estimateur associé au
contraste gaussien basé sur les espérances conditionnelles exactes.
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071 (00=1)

~ ~ H !
i [ o @) [s@) | o [%
0.05 | 4000 | 0.9878 0.0098 0.9754

p=1] 0.1 | 2000 | 0.964525 | 0.008976 | 0.951626 | 0.01
0.5 | 400 0.7999 0.0068 0.7869

Table 1: Processus de O.U. et approximation a l’ordre 1 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 réalisations de 'estimateur E.M.C.

6, (6o=1)
) n m (én) 52 (gn) s

0.05 | 4000 | 1.0138 0.0109 1.0004
p=21 0.1 | 2000 | 1.016774 | 0.011170 | 1.001807 | 0.01
0.5 400 1.1172 0.0344 1.076

45

Table 2: Processus de O.U. et approximation a ’ordre 2 : moyenne et variance empiriques pour
1000 réalisations de I’estimateur E.M.C.. Pour § = 0.5, nous avons obtenu 987 réalisations
de 6,; dans les autres cas, les réalisations de R, sont en dehors de [—1,0].

B (Go=1)

Py = VPl
) n m <9n) S? (9n) b5 S
0.05 | 4000 | 1.01335 | 0.01089 | 0.999756

p=31| 0.1 | 2000 | 1.014716 | 0.011030 | 1.000366 | 0.01
0.5 | 400 1.0167 0.0179 0.9925

Table 3: Processus de O.U. et approximation a ’ordre 3 : moyenne et variance empiriques
pour 1000 réalisations de P’estimateur E.M.C.

6, (6o =1)

~ Py T
1) n m(()n) 52 (H.n) 05 —;"—
0.05 | 4000 | 1.013373 | 0.010912

p=oc | 0.1 {2000 |1.014816 | 0.011036
0.5 | 400 1.0264 0.0196

[l Mol Bl ol
=]
o
e

Table 4: Processus de O.U. et approximation a ’ordre oo : moyenne et variance empiriques
pour 1000 réalisations de I’estimateur E.M.C.
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4.2 Processus de Cox-Ingersoll-Ross
On consideére ’e.d.s. suivante:
dY, = by — agYydt + V/Y:dW,, Yo =z

On a donc :

6= (b,a), o(z) =&, f =" (fi, /o), i(e) = —z et fo(z) =1

J est U sur R et lipschitzienne, o est C*™ sur R} et holderienne de rapport % Le.d.s.
admet donc une solution forte unique, & trajectoires continues. Si b > % et a > 0, la diffusion
est récurrente positive sur R%, de loi invariante py = I' (2b,2a). Cette loi admet des moments
de tous ordres.

De plus, sib> 2, [ ;81(—I)du00 () < oo et donc (H 1.4) est vérifiée. (H 1.3) est vérifiée pour
M > max{l,ﬂ’%}l} et C = 2+aoM —bo. Enfin, on a pour tout I < 0, AL fs (z) = (—a)' fa().
On montre que :

(_ao)P+1

N{(v) = 0, N;(U)=“"2—b0j

bo

exp (—agv)

exp (—agv) — 2bg agpbo (bp — exp (—agv))

Pl,l(v) = ao P]2( ) PZ,I(U): 2b0_1 P22< ) 2 (Qbo—l) (bO_ 1)
-1 2l?a—l 1
H = @o-1) | BT
ao

Qp étant donné par (6), 'estimateur du minimum de contraste (a,,b,) vérifie le systéme
suivant :

(4 b 755 (2 0 (= Yo - e, O
(% 2 k=1 Yik- 1)5)( Sy 3_(;1_1?) _

" 1< 1 Yis — Yir-1s
b, = Z_n Rn;}; __T;Z( )]

Qp((san) = an R, =

i Ye-s
(as, bs), est solution de :
Q7 (bas) = exp(—dag) -1

bs = —as

as vérifie donc la méme équation que 65 pour le modele O.U.
Pour p=1, p =2 et p = o0, lorsque § est proche de 0 :

bl = bo— %51 0(5)
2
boa?
2 _ 0%0 ¢2 2
by = bo+ =20 +0(6%)

bgo = bo
On prend Yy = 1 et (ag, by) = (1, 3).

13



a, (ap =1) bn (bo = 3)
H—] 1 H—l 2
5 1 n |me) ]| S%a) | a (—;&) m () | S2(ba) | s (%ﬂ-)
1 2
0.05 | 4000 | 1.0008 | 0.01002 | 0.975 5.980 | 0.0718 | 2.926
p=1 012000 0.96 | 0010 [0.951| 001 | 2.885 [0.0762 [2.854] 0.075
0.5 1 400 | 0.802 | 0.0066 | 0.786 5.411 | 0.062 | 2.360

Table 5: Processus de C.I.R. et approximation a ’ordre 1 :

pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.

moyenne et variance empirique

(5% ((LO = 1) bn (bo = 3)
Ho\! H\ 2
$ n | m(a,) | S%(an) as (-—;—?—) m (by) | S2(bs) | s (—;L>
] 2
0.05 | 4000 | 1.027 | 0.011 | 1.0004 3.059 | 0.079 { 3.001
p=21 0.1 | 2000 1.012 | 0.012 | 1.0018 0.01 3.041 | 0.095 |{3.005| 0.075
0.5 | 400 | 1.133 | 0.039 1.076 3.404 | 0.349 | 3.23

Table 6: Processus de C.I.LR. et approximation a ’ordre 2 :

pour 1000 réalisations de I’estimateur E.M.C.

moyenne et variance empirique

an (ap = 1) by, (bg = 3)
' H\ ! H1\*
51w | me) | S| as (—;Q-) m () | S2(ba) | s (-%L)
1 2
0.05 [ 4000 | 1.027 | 0.011 | 0.999 3.058 | 0.079 | 2.999
p=3 |01 2000 1.010 | 0.012 |1.0003| 0.01 [ 3.035 | 0.094 [3.001] 0.075
05 [ 400 | 1.020 | 0.017 | 0.992 3.066 | 0.155 | 2.977

Table 7: Processus de C.I.R. et approximation a ’ordre 3 :

pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.

moyenne et variance empirique

an (00:1) bn (b0=3)
H-\ 1 H-1\ *
5 | n | m@) | S?(an) | as —%9—) m (b2) | 52 (b2) | bs (-;L)
1 2
005 4000 | 1.027 | 0011 |1 3.058 | 0.079 | 3
p=oo [ 01 [2000] 1,010 [ 0012 | 1| 001 [3035 ] 0094 [3] 0.075
05 1 400 | 1.030 | 0018 | 1 3005 | 0167 | 3

Table 8: Processus de C.I.R. et approximation & ’ordre oo : moyenne et variance empirique
pour 1000 réalisations de ’estimateur E.M.C.
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Démonstration du lemme 4 : régularité de § — U (6, 6,)

. Montrons que 6 — U (6,6y) est de classe C3 sur © : (H 4) implique que pour tout
couple (y,z) € R?% 6 — ®(y,z,0) est de classe C sur ©. De plus, sous (H 4) et (H
5), on montre que pour tout 7 et tout j :

sup
6€©

%fb (y,z,ﬁ)' eL! (ng)

2

4 1 (s
mq’(y,x,f)) €L (an)

sup
fe@

Par application du théoreme de Lebesgue, on obtient que U est deux fois continuement
différentiable par dérivation sous le signe somme.

. Montrons que T(?J%U (6,60) = M; ; (0) + R (6;0), avec ||R (8,0)]] < 8K |6 — o]| + 0 (),
K étant une constante indépendante de 6 et 4.

Posons pour tout [ = 0,p — 1 et pour tout couple (7, ), ¢,7 = 1,d

1
2

[ 0 Al 2
Czl» _ Fa, (supae@ Lagx(-ij)fo (Yo)l)

: 82 27\ 3
D!, = |Es (SUP*’E@‘a;JZa(e;/:;Qfe(Yo)D

Sous (H 4) et (H 5), les quantités précédentes sont finies et indépendantes de 6 et 4.
D’apres la décomposition donnée en (3), on a :

9? 0? M (8o,Yo) — M (8,Yp)
geag 0 (B0) = —2Es [50_80—1\4 (6, o) 507 (Yo)
0? o
- 2ka [éw‘_ao?M (0, %0) 523 (Yo)]
+ 2B a5 M (8,Yo) 257 M (6, Yo)
o 502 (Yo)
_ osp, | 2515 (Yo) g7 fau (Vo)

+ Ri(6,8)+ Ry (6,8) + Rs (5,6) + Ra (6,6)

16



avec :

B p—1 ikt . AL fao (Yo) — A% fo (Vo)
(60 = k=0 T D) EF DI [69)9*A9f (YO)( 9 Uz(Yo)g )J
~ 1 g 92 ,71’
6.0 = -2 Tt [amoz““f’f"( "% 2(Y)]
.= itk oAb fo (Yo) 757.Ak fo (Yo)
Rs(6,6) = MZﬂ S [89 7 (Vo) ]

£ 2 2 2
Ri(5,0) = 25 (Ego [ao.fe ) gt (Yo>] - B [aa'fﬂo 00 (YO)D

L’application de la formule de Rolles et de 'inégalité de Schwarz donnent :

p—1 §itk+1

d
|Ry (5,0)] <2 ) D}, > CE 0™ - 67|
150 ((+ DHE+ 1 =

Pzl sl4pl p 27\ &
Ry (8,6)] < 22—55———19‘,. sup (Eeo [(S“Peee |AG fo (Vo)) D
)

M+ eq0,6 o? (Yo)
De plus :
-1
Sitk+1 .
|Bs (6, 6)] ; (+D)k+1) aic;
Enfin :
d
R4 (6,6)] Z (DS, .Co+CPDY, ;) o™ - 67|
D’ou :

62
06:6°

=2 foo (Yo) 555 foo (Yo)
o2 (Yo)
|R(6,6)] < K&|6— 6ol +o0(d)

U(6,80) = 25E90[ }+R(5,0)

K étant une constante indépendante de ¢ et 6.
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B Démonstration du lemme 5 : développement de K (65) en
fonction de ¢

Démonstration : Pour simplifier, nous établierons ce résultat pour p = 1. Le cas général
s’obtient de facon analogue.

K () = (Ko 05)}, Ko (05) = By [5®

a6

On montre que sous (H) @ — K (8) est de classe C? sur © par dérivation sous le signe somme.
Pour tout ¢,j = 1, d, la formule de Taylor-Young donne :

0
(¥, Yo, 05) 5@ (¥, Yo, 03)|

d
. . J .
K;; (95) =K;; (00) + AX: WI(,’J (90) (0s — 00) +o (65 - 00) (7)
4=1
Développons K ; (6p) en fonction de ¢ : du fait de (3), on a,
1, )2
. 9 , 0 o + Wo
Ri; (65) = 40E4, | 557 Joa (Yo, 00) 57 fo, (Yo, 8o) L—}T(—);O)—)
132
e Etudions Ag = Ej, [é-%;fgo (Yo, bo) -a-g—Jfoo (Yo, bo) ‘é%] :
J 8 3] o? (Yv) féo (Y‘U)
Ao = /0 Py (v)dv+ 2/0 (6 — v) Eg, [ngo (Yo) T
2
a2 (Y,) (f5,) (V)

é 9 o
[ @) B | gt (0) — 2

Deux applications de l'inégalité de Schwarz, (H 4) et (H 5) montrent qu’il existe une
constante K > 0, indépendante de §, telle que :

) 2 yv ! Y’u 7 )
; o (v,) () (%]
/0 (6 - ) s, | 55 9 o (Yo) 04(0”,3 < K&

Compte tenu de (H 6),0n a:
Ao = 6P, (0) +0(6)

e Appliquant & nouveau a deux reprises l'inégalité de Schwarz, on obtient :

E€0 [861 f90 ( ) 80-7 f00 ( ) (n?))/o)] S CzC]D64
avecC
8 4 4 1
_ 5 fo, (Yo) . Asy S V)V
Ci = Ey, ( o (Yo) ) , D= v:[ogo] (Eeo [(-—————0 (Yo) > ])
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e Majorant le double produit restant grace a I'inégalité de Schwarz, on montre qu’ il est
de I'ordre d’un o (62?).

On a donc : K ; (6) = 46°P; ;(0) + o (6?)
Par le méme type d’arguments, on a pour tout k = 1,d :

Ja .
‘Wki,j (6o)

<0 (8

L’écart entre 65 et 6y étant en &, (7) s’écrit : K; ; (6s5) = Hgy6? + 0 (62).
g
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